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Abstract Cet article de´montre une variante d’une conjecture due a` N.
Kuhn. Cette conjecture s’exprime a` l’aide de la filtration de Krull de la
cate´gorie U des modules instables. Notons Un , n ≥ 0, le n-ie`me terme
de cette filtration. La cate´gorie U est la plus petite sous cate´gorie e´paisse
contenant les cate´gories Un et stable par colimite [7]. La cate´gorie U0 est
celle des modules localement finis, c’est-a`-dire limite directe de modules
finis.
On entend par sous cate´gorie e´paisse une sous-cate´gorie stable par sous-
objet et quotient, et telle que pour toute suite exacte courte, si le premier
et le troisie`me terme sont dans la sous-cate´gorie, alors le terme central l’est
aussi.
La conjecture s’e´nonce comme suit, soit X un espace, alors :
• soit H∗X ∈ U0 ,
• soit H∗X 6∈ Un , pour tout n .
Par exemple la cohomologie d’un espace de dimension finie, ou celle de
son espace des lacets sont toujours dans U0 . Alors que la cohomologie du
classifiant d’un groupe fini, d’ordre divisible par 2 n’est, elle, dans aucune
des sous-cate´gories Un .
On de´montre cette conjecture, modulo l’hypothe`se supple´mentaire que tous
les quotients de la filtration nilpotente ont un nombre fini de ge´ne´rateurs.
Cette condition implique en particulier que la cohomologie est de dimen-
sion finie en chaque degre´. Mais elle est plus forte, et assure les conditions
d’application du the´ore`me de Lannes sur la cohomologie des espaces fonc-
tionnels. Ce the´ore`me est ne´cessaire pour appliquer la re´duction de Kuhn
[3].
Par commodite´ on ne conside`rera dans cet article que le cas p = 2.
AMS Classification 55S10; 57S35
Keywords Steenrod operations, nilpotent modules, Eilenberg-Moore
spectral sequence
Un proble`me important en topologie est de savoir quand un module instable
sur l’alge`bre de Steenrod, ou une alge`bre instable, est la cohomologie singulie`re
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d’un espace. L’exemple le plus ce´le`bre est celui de la re´alisabilite´ des alge`bres
de polynoˆmes comme cohomologie d’espaces. Ce proble`me, pose´ par N. E.
Steenrod, est tre`s lie´ au proble`me de l’invariant de Hopf 1 re´solu par J. F.
Adams. Les techniques de´veloppe´es au cours des anne´es 80 et 90 par H. Miller
et J. Lannes ont de´bouche´ sur les re´sultats spectaculaires de B. Dwyer, H.
Miller et C. Wilkerson, entre autres, dans cette direction. Le pre´sent article
e´tudie une autre instance de ce proble`me, qui a e´te´ souleve´e par N. Kuhn dans
[3]. L’e´nonce´ obtenu prolonge un re´sultat pre´ce´dent de l’auteur [8], re´sultat qui
avait e´te´ aussi conjecture´ par Kuhn.
La cate´gorie U des modules instables sur l’alge`bre de Steenrod admet une fil-
tration de´croissante par des sous-cate´gories pleines N ilk , k ≥ 0. Ces cate´gories
sont de´finies comme suit. La cate´gorie N ilk est la plus petite sous-cate´gorie
e´paisse, stable par limite directe, et qui contient ΣkM pour tout module insta-
ble M . Chaque module instable admet donc une filtration de´croissante, que
l’on appellera filtration nilpotente du module. Si M est un module instable
on notera Ms son plus grand sous-module instable s-nilpotent. Le quotient
Ms/Ms+1 est de la forme Σ
sRs(M), ou` Rs(M) est un module instable re´duit,
c’est-a`-dire ne contenant pas de suspension non-triviale.
Cet article de´montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 0.1 Soit X un espace, et soit M la cohomologie singulie`re modulo
2 de l’espace X . Supposons que M ∈ Un pour un certain entier n, et que pour
tout s le quotient Ms/Ms+1 ait un nombre fini de ge´ne´rateurs sur l’alge`bre de
Steenrod. Alors M est localement finie, c’est-a`-dire limite directe de modules
finis sur l’alge`bre de Steenrod, i.e. M ∈ U0 .
En fait on de´montrera que chacun des quotients Ms/Ms+1 est fini, et non nul
seulement en degre´ s car il est re´duit. On en de´duit que M est localement fini
car :
Lemme 0.2 Un module instable M tel que tous les quotients Rs(M) sont
localement finis est localement fini.
Ce lemme re´sulte de l’exactitude de T , du fait que T commute aux suspensions,
et de ce que T (M) =M si M est localement fini, voir aussi [3].
Par comparaison, le cas de [8] est celui ou` la filtration nilpotente est finie,
c’est-a`-dire que le quotient Ms/Ms+1 est nul pour tout s assez grand.
Une analyse pre´cise de la de´monstration montre que l’on peut obtenir des
e´nonce´s plus ge´ne´raux. A titre d’exemple, le suivant (que par pre´caution nous
appelons conjecture) semble a´ porte´e de main :
Algebraic & Geometric Topology, Volume 1 (2001)
La filtration de Krull de la cate´gorie U et la cohomologie des espaces 521
Conjecture 0.1 Soit X un espace 2d-connexe, d ≥ 1. Soit M sa coho-
mologie re´duite modulo 2, supposons que tous les cup-produits y soient triv-
iaux. Supposons que M ∈ N ild , que M/M2d ∈ U1 , et que pour tout entier
s ≤ d le module instable T¯ s(M) soit de dimension finie en chaque degre´, alors
M ∈ N ild+1 .
Il convient de noter que, relativement a` la fitration de Krull, seul intervient le
quotient M/M2d .
Soit X un espace dont la cohomologie M satisfait a` la condition de finitude
impose´e ci-dessus sur les quotients de la filtration nilpotente. Cette condi-
tion permet d’appliquer le the´ore`me de Lannes sur la cohomologie des es-
paces fonctionnels. En effet elle implique que T (M) est de dimension finie
en chaque degre´. On peut donc calculer la cohomologie de la cofibre C(X) de
X → map(RP∞,X) et effectuer la re´duction de Kuhn [3]. C’est-a`-dire que si
H∗X ∈ Un , mais H
∗X 6∈ Un−1 , la cohomologie H
∗C(X) ∼= T¯ (H∗X) ∈ Un−1 ,
mais H∗C(X) 6∈ Un−2 . On peut donc raisonner par l’absurde et supposer qu’il
existe un espace X dont la cohomologie est dans Un , mais non dans Un−1 , et
par ite´ration, se ramener au cas d’un espace dont la cohomologie appartient a`
U1 , mais pas a` U0 et montrer que ceci est impossible.
La conjecture, sans l’hypothe`se de finitude faite ci-dessus, ne peut eˆtre analyse´e
dans la cate´gorie U et doit eˆtre remplace´e par une conjecture portant sur la
structure de l’homologie comme module instable a` droite. Dans ce contexte on
doit modifier la de´finition de la filtration de Krull dans le sens sugge´re´ par [4],
i.e. on doit conside´rer une fitration de´croissante sur la cate´gorie des modules
instables a` droite. Ceci pose aussi la question d’une extension du the´ore`me de
Lannes.
Une autre approche pour lever cette restriction de finitude est d’appliquer les
techniques de pro-espaces de F. Morel, ceci a e´te´ mis en oeuvre avec succe`s par
F-X. Dehon et G. Gaudens.
Il reste la forme la plus ge´ne´rale de la conjecture de Kuhn (e´voque´e plus haut).
Nous reformulons ici le´ge`rement cette conjecture, et pour ce faire le language
des foncteurs [2], [7] est plus commode. En fait un certain nombre d’exemples
sugge`rent que la description -et la technologie associe´e- qui suit pourraient
constituer une approche inte`ressante a` cette conjecture.
Rappelons que l’on peut associer a` un module instable re´duit un foncteur an-
alytique (limite directe de foncteurs polynoˆmiaux) de la cate´gorie des espaces
vectoriels de dimension finie sur le corps F2 dans la cate´gorie des espaces vec-
toriels sur le corps F2 , par exemple au module F (1) est associe´ le foncteur
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identite´ de degre´ 1. Ce foncteur de´termine le module initial a` localisation pre`s.
On a en fait une e´quivalence de cate´gorie. Le module Rs(H
∗X) peut donc eˆtre
interpre´te´ comme un tel foncteur :
Conjecture 0.2 Soit X un espace. La suite des foncteurs Rs(H
∗X) est telle
que :
• soit il y en a au moins un foncteur dont la se´rie de Loewy (ou se´rie des
socles) est infinie et dont les facteurs de composition ne sont pas borne´es
en degre´,
• soit tous les foncteurs Rs sont constants.
En termes de modules instables cette conjecture 0.2 implique que l’un au moins
des modules instables correspondants a un nombre infini de ge´ne´rateurs.
Le fait que la se´rie des socles d’un foncteur associe´ a` un module est infinie est
plus fort que le fait que le module ne soit pas de type fini (i.e. ai un nombre fini
de ge´ne´rateurs). La proprie´te´ correspondante du module est plus ennuyeuse a`
exprimer et moins naturelle. On renvoie a` [9] pour des de´tails.
A ce propos on notera que G. Gaudens a montre´ que la se´rie des socles du
foncteur associe´ a` une alge`bre instable re´duite non concentre´e en degre´ ze´ro est
infinie.
On peut pre´ciser 0.2 : Soit d le plus petit entier tel que Rd soit un foncteur
non-constant et de degre´ fini, supposons d > 1. Alors on a :
Conjecture 0.3 Un, au moins, des foncteurs Rs , d < s < 2d+1 est de degre´
non borne´.
La conjecture 0.1 ci-dessus est un argument en faveur de 0.2. Un autre argument
est l’exemple donne´ par Kuhn dans [3] de la filtration bar sur K(Z, 3). Le second
cran de cette filtration fournit un espace X tel que R1(H
∗X) soit isomorphe
a` F (1), et donc a` l’identite´ comme foncteur, mais R2(H
∗X) a lui un nombre
infini de ge´ne´rateurs et a, en tant que foncteur, une se´rie des socles infinie.
Le plan de la de´monstration du the´ore`me 0.1 est le meˆme que dans [8]. Comme
on l’a de´ja` dit, le cas de [8] correspond a` l’e´nonce´ 0.1 avec en plus l’hypothe`se
que les quotients Ms/Ms+1 sont nuls pour tout entier s assez grand. Rappelons
tre`s brie`vement l’ide´e de [8]. On raisonne par l’absurde, et on suppose donc qu’il
existe un espace X dont la cohomologie est dans U1 mais n’est pas localement
finie, i.e. n’appartient pas a` U0 . On montre alors que, dans la cohomologie
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d’un certain espace de lacets ite´re´s de X , la relation reliant le cup-carre´ aux
ope´rations de Steenrod ne peut eˆtre satisfaite.
La diffe´rence fondamentale avec [8] est que l’hypothe`se faite dans cet article ne
permet pas d’obtenir de zones d’annulation dans la cohomologie des espaces de
lacets associe´s. On est amene´ a` introduire des zones d’annulation modulo des
termes de degre´ supe´rieur de nilpotence.
Ceci fait qu’il est difficile d’obtenir un re´sultat concernant des complexes finis,
dont on de´duirait celui cherche´, comme cela est fait dans [8]. Ceci est ne´anmoins
possible, mais il y a peu d’espoirs d’obtenir des e´nonce´s ge´ne´raux satisfaisants.
H. J. Baues a sugge´re´ la question suivante. Soit M un module instable, sup-
posons que M ∼= H∗X . Quelles sont plus ge´ne´ralement les restrictions sur la
structure de M impose´es par les proprie´te´s de la suite spectrale d’Eilenberg-
Moore calculant la cohomologie de ΩX , en particulier impose´e par le fait que
l’aboutissement de la suite spectrale doit avoir une structure d’alge`bre instable?
Les sections 1 et 2 consistent d’abord en l’e´nonce´ des re´sultats concernant le
comportement des foncteurs Rs sur la cohomologie des espaces quand on passe
de X a` ΩX , puis en des rappels sur la filtration nilpotente et la filtration de
Krull. Dans la section 3 on de´montre ces re´sultats a` l’aide de la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore. On de´montre le the´ore`me dans les sections 4 et 5. La
section 6 donne un comple´ment sur la filtration nilpotente.
L’ide´e essentielle de cet article a e´te´ trouve´e lors d’un se´jour au CRM a` l’Univer-
sitat Auto`noma de Barcelona en Juin 1998. L’auteur tient a` remercier le groupe
de topologie alge´brique, et en particulier J. Aguade et C. Broto, pour leur
accueil chaleureux, Dagmar Meyer pour ses remarques, et le groupe de topologie
alge´brique de Tunis pour l’inte´reˆt qu’il a manifeste´ pour ce proble`me.
On fera partout l’hypothe`se que les modules instables conside´re´s sont
de dimension finie en chaque degre´.
L’auteur tient a` remercier le rapporteur pour lui avoir signale´ quelques ambi-
guite´s, entre autres dans la de´finition des classes α, et dans la formulation d’un
re´sultat de [3]. Il le remercie aussi pour lui avoir signale´ diverses re´fe´rences, en
l’occurence celle de 0.2 dans [3] et celles de propositions 2.4 et 2.5 dans la meˆme
re´fe´rence.
Algebraic & Geometric Topology, Volume 1 (2001)
524 Lionel Schwartz
1 La filtration nilpotente de la cate´gorie U , les fonc-
teurs Rs et les espaces de lacets
On rappelle d’abord les deux de´finitions de la filtration nilpotente sur la cate´g-
orie U des modules instables. L’essentiel du mate´riel, concernant cette filtra-
tion, qui suit ne pre´tend pas a` l’originalite´, il est soit explicitement dans [6],
[7], soit en est conse´quence imme´diate (voir [3]). Cependant les quelques ajouts
(Propositions 1.8 a` 1.12), faciles eux aussi, sont ne´cessaires a` un traitement
clair de la suite. Nous avons dans ce texte conserve´ les conventions de [7], on
prendra garde au de´calage dans la de´finition des cate´gories N ilk par rapport a`
[6]. Dans le contexte de [6] la cate´gorie U est N il−1 . La notation choisie ici,
celle de [7], pour U est N il0 .
De´finition 1.1 Soit un entier s ≥ 0, la cate´gorie N ils est la plus petite sous-
cate´gorie e´paisse stable par limite directe, et qui contienne ΣsM pour tout
module instable M . Un module qui appartient a` N ils est dit de degre´ de
nilpotence (au moins) s, ou (au moins) s-nilpotent.
On remarquera qu’un module s-nilpotent est (s− 1)-connexe.
La filtration nilpotente est de´croissante et convergente. La filtration de la
cate´gorie induit sur chaque module instable une filtration de´croissante, que
l’on appellera filtration nilpotente du module.
Si M est un module instable on notera Ms son plus grand sous-
module instable s-nilpotent, cette notation sera conserve´e dans tout
l’article.
De´finition 1.2 On dira qu’un e´le´ment d’un module instable est de degre´ de
nilpotence au moins s, ou s-nilpotent, si le sous-module qu’il engendre est
de degre´ de nilpotence au moins s. On dira qu’un e´le´ment est de degre´ de
nilpotence exactement s s’il est de degre´ au moins s et s’il n’est pas de degre´
au moins s+ 1. Un tel e´le´ment est ne´cessairement non-nul.
De´finition 1.3 On note Sqk l’ope´ration qui a` un e´le´ment x de degre´ |x| d’un
module instable M associe la classe Sq|x|−kx de degre´ 2|x| − k .
Par convention Sqkx = 0 de`s que k > |x|. A cause de l’instabilite´ on a Sqkx = 0
de`s que k < 0.
Soit M un module instable et soit Σs(M). Soit x ∈M , on note σsx la s-ie`me
suspension de x. On a :
σs(Sqk)(x)) = (Sqk+s)(σ
sx) .
Algebraic & Geometric Topology, Volume 1 (2001)
La filtration de Krull de la cate´gorie U et la cohomologie des espaces 525
Proposition 1.4 [6] Soit M un module instable. Les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
• M est (au moins) s-nilpotent,
• pour tout x ∈ M et tout entier k tel que 0 ≤ k < s, il existe un entier
c, de´pendant de x et k , tel que (Sqk)
c x = 0.
Pour s = 0 la condition est vide, on trouve donc bien U .
C’est par la seconde condition de cette proposition que la filtration nilpotente
a e´te´ introduite dans [6]. En fait, dans les applications qui en ont e´te´ donne´es
jusqu’ici, c’est, presque toujours, la premie`re condition (i.e. la de´finition 1.1)
qui a e´te´ utilise´e. Dans cet article la condition originelle de [6] joue un roˆle
important. Pour cette raison, et parce que les indications de [6] sont un peu
se`ches, on redonnera en fin de l’article la de´monstration du point cle´ de la
proposition pre´ce´dente.
Soit M un module instable et Ms son plus grand sous-module instable s-
nilpotent. Chaque module instable admet une filtration de´croissante et conver-
gente :
M =M0 ⊃M1 ⊃M2 ⊃ . . .Ms ⊃ . . .
Reprenant la notation de [3] on notera le quotient Ms/Ms+1 sous la forme
ΣsRs(M), Rs(M) est un module instable re´duit, c’est-a`-dire ne contenant pas
de suspension non-triviale ([7] section 2.6). La de´finition de Rs est naturelle et
Rs est un foncteur en M . On trouvera dans [3] une caracte´risation intrinse`que
de la filtration nilpotente.
Par ailleurs, comme les foncteurs T et T¯ de Lannes commutent aux suspensions
et sont exacts, ils respectent cette filtration. Par conse´quent on a pour tout
module instable M :
T (Ms) = T (M)s et T¯ (Ms) = T¯ (M)s .
Deux modules instables re´duits M et N seront dits fortement F -isomorphes
si ils ont meˆme N il-localisation ([7] section 6.3). On notera M ∼=F N . Ceci
revient a` dire qu’il existe un module instable L tel que :
• L admet un monomorphisme i dans M et un monomorphisme j dans
N ,
• pour tout e´le´ment non-nul x dans M il existe un entier c tel que (Sq0)
cx
est dans l’image de i et non-nul, pour tout e´le´ment non-nul x dans N il
existe un entier c tel que (Sq0)
cx soit dans l’image de j et non-nul.
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Le module L ci-dessus est ne´cessairement re´duit.
Un monomorphisme i : N → M est un F -isomorphisme fort si et seulement
si pour tout x ∈ M , x 6= 0, il existe un entier c -de´pendant de x- tel que
Sqc0(x) ∈ N , et Sq
c
0(x) 6= 0.
Les trois the´ore`mes suivants de´crivent le comportement de certains des fonc-
teurs Rs quand on passe d’un espace X a` son espace de lacets ΩX . Ils seront
de´montre´s dans la section 3, ce sont eux qui permettent de de´montrer la con-
jecture. Apre`s leur e´nonce´, les sections 1 et 2 sont consacre´s aux pre´liminaires
alge´briques a` leur de´monstration. Ainsi qu’il a e´te´ dit dans l’introduction ces
pre´liminaires se trouvent pour une part substantielle dans les re´fe´rences, ne´an-
moins un certain nombre de pre´cisions apporte´es ici seraient totalement hors
contexte, pour le non-expert, si des rappels n’e´taient pas effectue´s.
The´ore`me 1.5 Soit X un espace 1-connexe tel que H∗X est de dimension
finie en chaque degre´ et que H∗X ∈ N ild , d > 1. Alors H
∗ΩX ∈ N ild−1 et
pour d− 1 ≤ s < 2d− 2 on a :
Rs(H
∗X) ∼=F Rs−1(H
∗ΩX) .
On peut se demander si il n’y a pas, en fait, isomorphisme.
The´ore`me 1.6 Soit X un espace 1-connexe tel que H∗X soit de dimension
finie en chaque degre´ et que H∗X ∈ N ild , d > 1. Alors H
∗ΩX ∈ N ild−1
et le module instable R2d−2(H
∗ΩX) est fortement F -isomorphe a` un module
instable E donne´ par une extension de la forme :
{0} → R2d−1(H
∗X)→ E →M → {0} ,
ou` M est un sous-module de (Rd(H
∗X))⊗2 .
Soit F−2 le deuxie`me terme de la filtration d’Eilenberg-Moore de H
∗ΩX (voir
section 2). Si d = 1 les e´nonce´s pre´ce´dents sont remplace´s par :
The´ore`me 1.7 Soit X un espace 1-connexe tel que H∗X est de dimen-
sion finie en chaque degre´ et que H∗X ∈ N il1 . Alors le module instable
R0(F−2(H
∗ΩX)) est fortement F -isomorphe a` un module E donne´ par une
extension de la forme :
{0} → R1(H
∗X)→ E →M → {0} ,
ou` M est un sous-module de (R1(H
∗X))⊗2 .
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Les propositions 1.8 et 1.9 de´crivent le comportement des foncteurs Rs par
rapport aux suites exactes.
Proposition 1.8 Soit M un module instable, et soit d un entier donne´, k ≥ 1.
On suppose qu’il existe une suite exacte :
0→ K →M → N → 0 ,
avec K ∈ N ilk . Alors si s < k on a :
Rs(M) ∼= Rs(N) .
Il suffit de de´montrer que l’application M/Mk → N/Nk est bijective. Elle
est surjective par construction, il suffit de donc montrer qu’elle est injective.
La difficulte´ vient de ce que le foncteur M 7→ Mk n’est pas exact a` droite.
Mais un e´le´ment x ∈M/Mk d’image nulle dans N/Nk se rele`ve en un e´le´ment
y ∈ M dont l’image dans N appartient au sous-module Nk . Il faut montrer
que y ∈Mk . Pour ce faire il suffit de montrer que (Sqi)
cy est nul de`s que c est
assez grand, pour 0 ≤ i < k . Soit z l’image de y dans N , z ∈ Nk .
On a donc :
(Sqi)
cz = 0, 0 ≤ i < k, si c ≥ c0 .
Chacun des e´le´ments (Sqi)
c0y , 0 ≤ i < k appartient donc a` C qui est k -
nilpotent. Le re´sultat suit.
Proposition 1.9 Soit M un module instable, et soit d un entier donne´, d ≥ 1.
On suppose qu’il existe une suite exacte :
0→ N →M → C → 0 ,
avec
• N ∈ N ild ,
• C ∈ N il2d .
Alors :
• le module M est dans N ild ,
• si d ≤ s < 2d on a :
Rs(N) ∼=F Rs(M) ,
• R2d(M) ∼=F E ou` E est donne´ par une extension de la forme :
{0} → R2d(N)→ E → L→ {0} ,
L de´signant un sous-module de R2d(C).
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De´monstration :
Une application de modules instables f : N → M respecte la filtration
nilpotente et induit donc pour tout s une application fs : Ns → Ms et une
application f¯s : Rs(N) → Rs(N). Le foncteur M 7→ Ms est exact a` gauche.
Il est facile de voir que si f est un monomorphisme il en est de meˆme pour
chaque f¯s .
Le premier e´nonce´ de la proposition est clair.
Passons a` la seconde partie, soit s < 2d.
Notons i l’injection de N dans M et p la projection de M sur C . Conside´rons
le diagramme ou` les notations sont e´videntes :
{0} → Ns+1
i
→ Ms+1
p
→ C
↓ ↓ ↓
{0} → Ns
i
→ Ms
p
→ C
↓ ↓ ↓
{0}→ ΣsRs(N)
i¯
→ ΣsRs(M)
p¯
→ {0}
On notera que Cs+1 = Cs = C .
Par hypothe`se le conoyau de l’injection is : Ns → Ms est dans N il2d et
Cs+1 = Cs = C . Soit x¯ une classe non-nulle dans Ms/Ms+1 et soit x ∈ Ms ,
x 6= 0 un rele`vement dans Ms . Soit y l’image de x dans C . Comme s < 2d il
existe un entier c -de´pendant de x- tel que (Sqs)
cy = 0. Donc la classe (Sqs)
cx
est d’image nulle dans C et si k ≥ c (Sqs)
kx ∈ i(N).
Soit σ−sx¯ ∈ Rs(M) la s-ie`me de´suspension de l’image de
x¯ ∈Ms/Ms+1 ∼= Σ
sRs(M) .
On a :
σ−s(Sqs)
k(x¯)) = (Sq0)
k(σ−sx¯) ∈ ((¯Rs(N)) ,
si k ≥ c. On a donc de´montre´ que (Sq0)
k(σ−sx¯) est non-nulle et dans l’image
de i¯s pour tout k ≥ c. Ceci donne la seconde partie de la proposition.
Passons a` la troisie`me partie, et faisons donc s = 2d. La de´monstration va
occuper la fin de cette section. Si on a une suite exacte :
{0} → N →M → C → {0}
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le complexe :
{0} → R2d(N)→ R2d(M)→ R2d(C)→ {0}
n’est pas exact au centre et a` droite. En fait le complexe de foncteurs [2] :
{0} → f(R2d(N))→ f(R2d(M))→ f(R2d(C))
est exact. Ceci se traduit, en termes de modules instables, par la proposition
suivante :
Proposition 1.10 Il existe un diagramme commutatif de modules instables
ou` la ligne supe´rieure est exacte :
{0} → R2d(N)→ K → L→ {0}
↓ Id ↓ i ↓ j
{0} → R2d(N)→ R2d(M)→ R2d(C)
et ou` i est un F -isomorphisme fort, et j est un monomorphisme.
De´montrons cette proprie´te´. Comme le foncteur M 7→M2d est exact a` gauche
on a e´videmment un complexe exact a` gauche et au centre :
0→ N2d →M2d → C2d ,
et donc un complexe :
0→ R2d(N)→ R2d(M)→ R2d(C) ,
ou`, a priori, on sait seulement que la premie`re application est injective. Avec
les meˆmes notations que plus haut, on a un diagramme commutatif :
{0} → N2d+1
i
→ M2d+1
p
→ C2d+1
↓ ↓ ↓
{0} → N2d
i
→ M2d
p
→ C2d
↓ ↓ ↓
{0}→ Σ2dR2d(N)
i¯
→ Σ2dR2d(M)
p¯
→ Σ2dR2d(C)
La ligne infe´rieure est exacte au milieu au sens donne´ par le lemme suivant :
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Lemme 1.11 Si un e´le´ment x ∈ Σ2dR2d(M) est dans le noyau de p¯, alors
pour tout k assez grand (Sq2d)
kx est dans l’image de i¯.
La de´monstration est identique a` celle donne´e plus haut et laisse´e au lecteur.
Pour de´montrer la proposition il reste a` construire le diagramme :
{0} → R2d(N)→ K → L→ {0}
↓ Id ↓ i ↓ j
{0} → R2d(N)→ R2d(M)→ R2d(C)
avec les proprie´te´s requises.
Le lemme suivant permet de construire K :
Lemme 1.12 Soit H un module instable re´duit, et soit J un sous-module.
Alors il existe un sous-module H ′ de H tel que :
• H ′ ∼=F H ,
• si x ∈ H ′ et Sq0x ∈ J alors x ∈ J .
La de´monstration proce`de en deux e´tapes. D’abord si H a un nombre fini de
ge´ne´rateurs sur l’alge`bre de Steenrod on montre que (Sq0)
k(H) + J convient
de`s que k est assez grand. En effet, soit Jh le sous-module de H constitue´ par
les e´le´ments x ∈ H tels que (Sq0)
hx ∈ J , on a Jh ⊂ Jh+1 ⊂ . . . . Comme J
a un nombre fini de ge´ne´rateurs il existe un entier k tel que Jk = Jk+1 = . . . .
On ve´rifie que (Sq0)
k(H) ∩ Jk ⊂ J et que (Sq0)
k(H) + J convient (on utilise
l’injectivite´ de Sq0 ). Puis un argument de limite directe convenable, utilisant le
fait que les modules conside´re´s sont de dimension finie en chaque degre´ permet
de conclure. En fait on ne conside´rera que des modules ayant un nombre fini
de ge´ne´rateurs et on n’aura pas besoin de cette ge´ne´ralisation.
Pour terminer la de´monstration de la proposition on applique le lemme avec
H = R2d(M) et J = R2d(N) Le module L est alors le quotient de K par
l’image de R2d(N).
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En fait le lemme 1.12 peut eˆtre pre´cise´ en utilisant les notations de [2], et notam-
ment les foncteurs m et f . On montre que l’on a un diagramme commutatif :
{0} → R2d(N) → R2d(M) → L → {0}
↓ ↓ i ↓ j
{0} → m ◦ f(R2d(N)) → m ◦ f(R2d(M)) → m ◦ f(R2d(C))
ou` chaque ligne est exacte et j a un noyau dans N il1 .
2 La filtration de Krull de la cate´gorie U
Rappelons la de´finition de la filtration de Gabriel-Krull sur la cate´gorie U (voir
[1]).
Un module instable est localement fini s’il est limite directe de modules in-
stables finis. La sous-cate´gorie pleine, B des modules localement finis est le
premier terme de la filtration de Gabriel-Krull sur la cate´gorie U . Rappelons
la de´finition de cette filtration, U0 est la plus petite classe de Serre de U , stable
par limite directe et contenant tous les objets simples de U . Comme ceux-ci
sont de la forme ΣnF2 , U0 s’identifie a` B . Cette construction s’e´tend a` toute
cate´gorie abe´lienne A. Supposons que Un ait e´te´ de´finie, de´finissons alors Un+1
comme e´tant la sous-cate´gorie pleine de U de´finie comme suit. Dans la cate´gorie
quotient U/Un on conside`re la plus petite sous-cate´gorie e´paisse qui est stable
par limite directe et qui contient tous les objets simples de U/Un . Alors, un ob-
jet M de U appartient a` Un , si et seulement si en tant qu’objet de la cate´gorie
abe´lienne U/Un , il appartient a` la sous-cate´gorie (U/Un)0 .
The´ore`me 2.1 ([7] section 6.2) La plus petite sous-cate´gorie de U contenant
toutes les cate´gories Un , et stable par limite directe, est U elle meˆme.
Voici une caracte´risation de la filtration de Krull a` l’aide de T¯ .
The´ore`me 2.2 ([7] 6.2.4) Soit M un module instable. Alors M appartient
a` Un si et seulement si T¯
n+1M est trivial.
On de´crit maintenant en de´tails les objets de U1 , ce re´sultat est dans [8], avec
l’hypothe`se supple´mentaire que le module a un nombre fini de ge´ne´rateurs. La
de´monstration, ne change en rien, et est donne´e rapidement.
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Proposition 2.3 Soit un module instable M qui appartient a` U1 , mais qui
n’appartient pas a` U0 . Soit K = T¯ (M), alors K est localement fini et non-
trivial, et il existe une suite exacte :
0→ L→M → K ⊗ F (1)→ L′ → 0 ,
ou` L et L′ sont localement finis.
Par de´finition de T¯ on a une application
M → K ⊗ H¯∗RP∞.
Le noyau de cette application est localement fini, notons le L. En effet, la
de´finition de T¯ donne, par adjonction, T¯L = {0}. On a vu plus haut que cette
condition caracte´rise les modules localement finis. On de´montre comme dans
[8], que cette application est a` valeurs dans K ⊗ F (1).
Pour montrer que le conoyau L′ est localement fini, affirmation la plus facile,
il suffit d’appliquer le foncteur T¯ a` la suite exacte :
0→ L→M → K ⊗ F (1)→ L′ → 0 ,
ce qui donne T¯ (L′) = 0.
On va maintenant de´crire la filtration nilpotente sur un tel module. Le re´sultat
suivant est une conse´quence e´le´mentaire de la de´finition de cette filtration.
Proposition 2.4 Soit M un module instable localement fini. Le sous-module
Ms de M est le sous-module des e´le´ments de degre´ supe´rieur ou e´gal a` s.
La de´monstration est laisse´e en exercice au lecteur (voir aussi [3]). Dans ce cas
la filtration nilpotente s’identifie donc a` la filtration par le degre´.
Si M ∈ U1 on applique 1.14. Si le module K est localement fini c’est encore un
exercice facile de ve´rifier que la filtration nilpotente sur K ⊗ F (1) est induite,
par produit tensoriel par F (1), par la filtration par le degre´ sur K . Ceci est
de´montre´ en de´tails et en plus grande ge´ne´ralite´ dans [3], et est d’ailleurs une
conse´quence imme´diate de [6]. On en de´duit donc que :
Corollaire 2.5 Si K est localement fini on a :
Rs(K ⊗ F (1)) ∼= Ks ⊗ F (1) ,
Ks e´tant compris comme un module instable concentre´ en degre´ ze´ro.
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Ceci de´crit, par restriction, la filtration sur le quotient M/L.
Le re´sultat suivant est corollaire des deux propositions pre´ce´dentes.
Corollaire 2.6 Soit M un module instable qui appartient a` U1 . Supposons
que M doit k -connexe. Soit alors s un entier tel que s ≤ k , le module Rs(M)
est trivial dans les degre´s qui ne sont pas une puissance de 2.
La condition de connexite´ est la` pour garantir que L est k -nilpotent, et que
l’on peut appliquer 1.8.
On aura aussi conside´rer des modules re´duits qui sont produit tensoriel de deux
modules dans U1 et des extensions de tels modules par des modules dans U1 .
La proposition suivante est vraie, par construction, pour ces modules. Ces
modules sont dans la cate´gorie U2 [FS], [7], et il est inte`ressant de donner la
propostion dans son contexte ge´ne´ral, ne serait ce que parce que pour montrer
que le re´sultat n’est pas fortuit.
Proposition 2.7 [FS] Soit M un module instable re´duit qui appartient a`
U2 . Supposons que M soit 0-connexe. Alors M est trivial dans les degre´s qui
ne sont pas de la forme 2h , h ≥ 0, ou 2i + 2j , i > j ≥ 0.
La condition de connexite´ est la` pour ne pas ne pas avoir a` inclure 0 dans la
liste des degre´s.
Les e´nonce´s qui suivent spe´cialisent la proposition 1.9 au cas conside´re´ dans
l’article.
Proposition 2.8 Soit M un module instable, et soit d un entier donne´, d ≥ 1.
On suppose qu’il existe une suite exacte :
0→ N →M → D → 0 ,
avec
• N ∈ N ild ,
• D ∈ N il2d ,
• la connectivite´ de M est supe´rieure ou e´gale a` 2d,
• le quotient N/N2d , est dans U1 ,
• le module R2d(N) est dans U1 , le module R2d(D) est dans U2 .
Alors :
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• le module M est dans N ild et donc Rs(M) = {0} si s < d. ,
• le module Rk(M), avec d ≤ k < 2d, est dans U1 , connexe, et donc trivial
dans les degre´s qui ne sont pas une puissance de 2,
• le quotient R2d(M) est dans U2 , connexe, et donc trivial dans les degre´s
qui ne sont pas de la forme 2h , h ≥ 0 ou de la forme 2h +2j , h > j ≥ 0.
De´monstration : La premie`re partie est claire. La seconde re´sulte de 1.9 et
2.5, utilisant que le quotient N/N2d , est dans U1 . La troisie`me re´sulte de 1.9 et
2.6, utilisant que le module R2d(N) est dans U1 et connexe, et que le module
R2d(D) est dans U2 et connexe.
Dans l’e´nonce´ les conditions de connectivite´ sont de convenance. On pourrait
les supprimer et remplacer les cate´gories N ilk par les cate´gories N¯ ilk [7], ou
encore rajouter dans les conclusions, aux degre´s 2h , le degre´ 0, et aux degre´s
2j + 2h , le degre´ 0. Ceci entraˆinerait quelques modifications mineures dans
la suite, dans les e´nonce´s et les de´monstrations. Il faudrait prendre garde a`
la convergence de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore. Ceci pourrait eˆtre fait
comme dans [7].
Un e´nonce´ analogue a lieu pour d = 0 :
Proposition 2.9 Soit M un module instable. On suppose qu’il existe une
suite exacte :
0→ N →M → C → 0 ,
avec
• M est connexe,
• le quotient N/N1 ∼= R0(N), est dans U1 , le quotient C/C1 ∼= R0(C), est
dans U2 .
Alors :
• le quotient M/M1 ∼= R0(M) est dans U2 , connexe, et donc trivial dans
les degre´s qui ne sont pas de la forme 2h , ≥ 0 ou de la forme 2h + 2j
j > h ≥ 0.
De´monstration : Comme plus haut.
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3 Applications a` la suite spectrale d’Eilenberg-Moore
On va appliquer les re´sultats pre´ce´dents dans le contexte de la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore. Rappelons en les proprie´te´s principales [Re], [10]. Soit X
un espace 1-connexe.
La cohomologie modulo 2 de ΩX a une filtration naturelle de´croissante et
convergente par des modules instables :
. . . ⊃ F−s ⊃ F−s+1 . . . ⊃ F−1 ⊃ F0 ⊃ {0} .
Le quotient Σd(F−d/F−d+1) est isomorphe, en tant qu’espace vectoriel gradue´
a` la colonne E−d,∗∞ de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore.
Le terme E−d,∗2 de la suite spectrale est isomorphe a` Tor
−d
H∗X(F2,F2). Ce
module est un sous-quotient de H¯∗X⊗d , et la formule de Cartan y de´termine
une structure de module instable.
Soit r ≥ 2, les diffe´rentielles s’interpre`tent comme des applications de degre´
ze´ro :
dr : E
s,∗
r → Σ
r−1(Es+r,∗r ) .
Ce sont des applications de modules instables. On a donc sur le terme E−d,∗∞
une seconde structure de module instable. Elle est identique a` la pre´ce´dente.
On va e´tudier le comportement des foncteurs Rs quand on passe de X a` ΩX .
On a :
Proposition 3.1 Soit X un espace tel que H∗X soit de dimension finie en
chaque degre´ et que H¯∗X ∈ N ild , d > 1. Alors H¯
∗ΩX ∈ N ild−1 et pour
d ≤ s < 2d− 1 on a :
Rs(H¯
∗X) ∼=F Rs−1(H¯
∗ΩX) .
On a e´videmment Rs(H¯
∗X) = {0} si s < d, et Rs(H¯
∗ΩX) = {0} si s < d− 1.
De´monstration : On va comparer H∗X , F−1 et H
∗ΩX . Pour ce faire on
commence par conside´rer l’homomorphisme de coin, dont on rappelle qu’il est
induit par l’application canonique d’e´valuation
ΣΩX → X .
Il se de´compose comme suit :
H¯∗X → QH∗X → ΣF−1 → ΣH
∗ΩX ,
ou` QH∗X ∼= H¯∗X/(H¯∗X)2 .
Algebraic & Geometric Topology, Volume 1 (2001)
536 Lionel Schwartz
Commenc¸ons par examiner le conoyau de F−1 → H
∗ΩX . Le module instable
Σs(F−s/F−s+1) est un sous-quotient de Tor
−s
H∗X(F2,F2), qui est lui meˆme un
sous-quotient de H¯∗X⊗s . Or, il re´sulte de [6] que le produit tensoriel d’un
module L dans N ilu par un module L
′ dans N ilv est dans N ilu+v . On en
de´duit que
Tor−sH∗X(F2,F2)
est dans N ilsd . Le sous-quotient ite´re´ E
−s,∗
∞ est dans N ilsd . Donc le quotient
F−s/F−s+1 est dans N ilsd−s . Le quotient H
∗ΩX/F−1 admet une filtration
de´croissante dont les termes sont les modules F−i/F−2 , i ≥ 2. Changeant
−i en i, i ≥ 2 on obtient une filtration croissante dont le i-ie`me quotient
est dans N ili(d−1) . Comme les cate´gories N ilk sont des classes de Serre, et
sont stables par limite directe, on en conclut que le quotient H∗ΩX/F−1 est
(2d− 2)-nilpotent.
On peut appliquer la proposition 1.9 a` :
{0} → F−1 → H¯
∗ΩX → H¯∗ΩX/F−1 ,
et en conclure que :
Rs(F−1) ∼=F Rs(H¯
∗ΩX)
pour s < 2d− 2.
Le noyau de H¯∗X → QH∗X est e´gal a` (H¯∗X)2 et est 2d-nilpotent. Il en
re´sulte (Proposition 1.8) que l’application :
Rs(H¯
∗X)→ Rs(QH
∗X)
est un isomorphisme pour s < 2d. Le noyau de QH∗X → ΣF−1 est l’image des
diffe´rentielles dans E−1,∗2
∼= QH∗X . La description des diffe´rentielles donne´e
plus haut et le fait que la colonne E−s,∗r soit sd-nilpotente implique que cette
image est 2d-nilpotente, d ≥ 1. Il en re´sulte (Proposition 1.8) que l’application :
Rs(H
∗X)→ Rs(ΣF−1)
est un isomorphisme pour s < 2d.
L’ensemble de ces re´sultats donne la proposition.
On e´tudie maintenant le cas de R2d−2(H
∗ΩX). Le re´sultat suivant est conse´qu-
ence de la proposition 1.9 :
Proposition 3.2 Soit X un espace. On suppose que H∗X est d-nilpotent,
d > 1. Alors :
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• R2d−2(H¯
∗ΩX) est fortement F -isomorphe a` un module E donne´ par une
extension de la forme :
{0} → R2d−1(H¯
∗X)→ E → L→ {0} ,
ou` L est un sous-module de Rd(H¯
∗X)⊗2
Si d = 1 on a un re´sultat analogue en substituant F−2 a` H
∗ΩX .
De´monstration : On commence par observer que
R2d−2(F−2) ∼=F R2d−2(H¯
∗ΩX) .
Ceci re´sulte de 1.9 et du fait que H∗ΩX/F−2 est 3d − 3-nilpotent, de´montre´
comme plus haut. Il reste donc a` analyser R2d−2(F−2), ce qu’on fait par
de´vissage et application de 1.9 en conside´rant la suite exacte :
{0} → F−1 → F−2 → F−2/F−1 → {0} .
Le module instable ΣF−1 est -a` suspension pre`s- l’image de l’homomorphisme
de coin (voir la de´monstration qui pre´ce`de). Le module instable Σ2(F−2/F−1)
est un sous-quotient de Tor−2H∗X(F2,F2), qui est lui meˆme un sous-quotient de
H¯∗X⊗2 . Du fait que les diffe´rentielles ont des images au moins 3d-nilpotentes
et de la proposition 1.8 et on de´duit que R2d(Σ
2(F−2/F−1)) est isomorphe a`
un sous-module de Rd(H¯
∗X)⊗2 .
Le re´sultat suit.
Les e´nonce´s suivants adaptent et pre´cisent les e´nonce´s pre´ce´dents au contexte,
ils en sont conse´quence directe.
The´ore`me 3.3 Soit d un entier strictement supe´rieur 1, soit X un espace, et
soit H¯∗X sa cohomologie re´duite. Supposons que :
• H¯∗X appartient a` N ild ,
• la connectivite´ de H¯∗X est strictement supe´rieure a` 2d,
• le quotient H∗X/(H∗X)2d est dans U1 .
Alors
• H¯∗ΩX appartient a` N ild−1 ,
• la connectivite´ de H¯∗ΩX est supe´rieure a` 2d− 2,
• le module Rs(H¯
∗ΩX), d− 1 ≤ s < 2d− 2, est dans U1 , connexe, et donc
trivial dans les degre´s qui ne sont pas de la forme 2h , h ≥ 0,
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• le module R2d−2(H¯
∗ΩX) est dans U2 , connexe, et donc trivial dans les
degre´s qui ne sont pas de la forme 2h , h ≥ 0, ou 2h + 2j , h > j ≥ 0.
La de´monstration est conse´quence de 3.1, 3.2, 2.5, et 2.6.
Un e´nonce´ particulier est ne´cessaire dans le cas, exclu ci-dessus, ou` d = 1.
L’e´nonce´ est similaire, mais le re´sultat ne s’applique qu’au sous-module F−2 de
H¯∗ΩX :
The´ore`me 3.4 Soit X un espace, et soit H¯∗X sa cohomologie re´duite. Sup-
posons que :
• H¯∗X appartient a` N il1 ,
• la connectivite´ de H¯∗X est supe´rieure a` 2,
• le module R1(H¯
∗X) est dans U1 .
Alors
• le quotient R0(F−2(H¯
∗ΩX)) est dans U2 , connexe, et donc trivial dans
les degre´s qui ne sont pas de la forme 2h , h ≥ 0 et 2h + 2j , j > h ≥ 0.
La de´monstration est identique a` celle faite plus haut mais on doit se restreindre
a` F−2 .
4 Construction de classes dans la cohomologie des
espaces de lacets
On va maintenant donner le de´but de la de´monstration du the´ore`me 0.1. La
re´duction de Kuhn permet de supposer qu’il existe un espace X dont la coho-
mologie appartienne a` U1 , mais pas a` U0 . Cette re´duction s’effectue comme
dans le cas pre´ce´dent, le seul proble`me est d’assurer les conditions d’application
du the´ore`me de Lannes sur la cohomologie des espaces fonctionnels.
On peut appliquer le the´ore`me de Lannes pour la raison suivante. On a suppose´
que chaque quotient de la filtration nilpotente a un nombre fini de ge´ne´rateurs,
ceci implique que H∗X est de dimension finie en chaque degre´. De plus
l’hypothe`se est pre´serve´e par application de T . Ceci implique que T (H∗X)
est de dimension finie en chaque degre´, ce qui permet de calculer la cohomolo-
gie de l’espace fonctionnel a` l’aide du the´ore`me de Lannes.
La proposition 2.3 s’applique a` la cohomologie de X en posant M = H¯∗X et
K = T¯ (H¯∗X). Le module instable K est non trivial. Soit d− 1 sa connexite´,
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l’entier d de´signera dore´navant, et pour toute la suite cette constante.
Le module instable K est inchange´ quand on remplace H∗X par un sous-
module M ′ tel que le quotient H∗X/M ′ soit fini. Ceci implique, en particulier,
que K est inchange´, quand on quotiente X par un sous-complexe de dimension
finie. On peut donc supposer, par commodite´, la connectivite´ de X aussi grande
que l’on veut, donc on peut la supposer supe´rieure a` 2d.
On doit traiter d’abord le cas ou` d = 0. Dans ce cas, par hypothe`se, et a` cause
de 2.5, le quotient de H∗X par son sous-module nilpotent maximal est non-nul
seulement en degre´ de la forme 2h . Le sous-module nilpotent maximal est un
ide´al, le quotient est donc aussi une alge`bre instable. Soit x est un e´le´ment
non-nul dans ce quotient. Toutes les puissances x2
h
sont non nulles. L’e´le´ment
x3 est aussi non-nul, car x4 est non-nul. Le degre´ de x3 n’est pas une puissance
de 2, il y a donc une contradiction et d n’est pas nul.
Supposons donc d ≥ 1, et introduisons, comme dans [8], des classes dans la
cohomologie de X et de ses espaces de lacets ite´re´s. Rappelons que l’on identifie
F (1), comme a` l’ordinaire, avec le sous-module instable, de H∗BZ/2 ∼= F2[u],
engendre´ par u et qui admet pour base sur F2 les e´le´ments u
2i . On peut
appliquer la proposition 2.3 a` H¯∗X . Conside´rons alors une classe ω ∈ Kd ,
ω 6= 0 et les classes
ω ⊗ u2
j
∈ K ⊗ F (1) .
Faisons l’hypothe`se suivante. Soit Aω le module instable engendre´ par ω .
On sait qu’il est fini puisque c’est un sous-module de K qui est localement
fini. Supposons Aω nul en degre´ supe´rieur ou e´gal a` h. Soit un entier k
tel que 2k−1 ≥ h, sous cette hypothe`se la formule de Cartan montre que :
Sq2
k+i
(ω ⊗ u2
k+i
) = ω ⊗ u2
k+i+1
.
D’apre`s 2.3 il existe un entier positif k0 , de´pendant de ω , tel que ω ⊗ u
2j ∈
K ⊗ F (1) se rele`ve a` H¯∗X de`s que j ≥ k0 . On notera αi,d ces rele`vements,
ils sont de degre´ 2k0+i + d. A priori ils ne sont de´finis que modulo un e´le´ment
localement fini, mais on peut les de´terminer de manie`re univoque en choisissant
α0,d et en supposant qu’ils ve´rifient Sq
2k0+i(αi,d) = αi+1,d .
L’entier k0 restera fixe dans toute la suite de la de´monstration.
Quitte a` suspendre l’espace X on peut supposer que tous les produits de classes
de degre´ strictement positif sont nuls. On peut donc supposer que :
α2i,d = 0 .
Soit ℓ tel que 0 ≤ ℓ ≤ d. De´finissons des classes αi,ℓ , i ≥ 0, de degre´ 2
k0+i+ ℓ,
dans H˜∗Ωd−ℓX comme e´tant les images, de´suspendues d − ℓ fois, des classes
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αi,d par l’ homomorphisme de coin ite´re´
Q(H∗X)→ Σd−ℓH∗Ωd−ℓX .
Elles sont de degre´ 2k0+i+ ℓ dans H˜∗Ωd−ℓX . On va de´montrer qu’elles ont les
proprie´te´s suivantes :
• αi,ℓ est de´tecte´e dans la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de
Ω(Ωd−(ℓ+1)X) par l’image des classes αi,ℓ+1 dans la colonne −1,
• Sq2
k0+iαi,ℓ = αi+1,ℓ ,
• ces classes sont de degre´ de nilpotence ℓ, exactement,
• α2i,ℓ = 0, pour tout i assez grand.
On ne donne pas de borne pour i dans la dernie`re condition.
Pour ℓ = 0, les deux dernie`res conditions, sont contradictoires. Ceci de´montrera
le the´ore`me.
Les proprie´te´s de ces classes vont eˆtre de´montre´es par re´currence descendante.
Les classes αi,d introduites plus haut satisfont aux conditions requises. Ceci
permet de de´buter la re´currence.
Supposons donc les proprie´te´s e´tablies pour les classes αi,ℓ, ℓ ≥ 1, et de´montrons
les pour les classes αi,ℓ−1 .
Lemme 4.1 Les classes αi,ℓ−1 , i ≥ 0 de H¯
∗Ωd−ℓ+1X de degre´ 2k0+i + ℓ − 1
sont telles que :
• αi,ℓ−1 est de´tecte´ dans la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de Ω(Ω
d−ℓX)
par l’image des classes αi,ℓ dans la colonne −1,
• Sq2
k0+iαi,ℓ−1 = αi+1,ℓ−1 ,
• ces classes sont de degre´ de nilpotence ℓ− 1, exactement,
• α2i,ℓ−1 = 0, pour tout i assez grand.
De´monstration :
La premie`re affirmation est conse´quence de la de´finition des classes.
La seconde affirmation, c’est-a`-dire la description de l’action des ope´rations
de Steenrod, est une conse´quence directe des proprie´te´s de la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore ([5], [10]) et de la construction des αi,ℓ−1 a` partir de l’homo-
morphisme de coin. Les suspensions ite´re´es Σd−ℓ+1αi,ℓ−1 sont, par construction,
image par l’homomorphisme de coin ite´re´ :
Q(H∗X)→ Σd−(ℓ−1)H∗Ωd−(ℓ−1)X
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des classes αi,d . La relation correspondante a lieu dans la source, pour les
classes αi,d .
A priori les classes αi,ℓ sont au moins ℓ-nilpotentes et de´terminent des classes
α¯i,ℓ ∈ Rℓ(H
∗Ωd−ℓX)
Par construction les classes α¯i,ℓ−1 sont images des classes α¯i,ℓ ∈ Rℓ(H
∗Ωd−ℓX)
par le F -isomorphisme fort Rℓ(H
∗Ωd−ℓX) ∼=F Rℓ−1(H
∗Ωd−ℓ+1X). Les classes
αi,d e´tant non-nulles il en est de meˆme, par re´currence, des classes αi,ℓ−1 .
Compte tenu de l’action des ope´rations de Steenrod l’affirmation concernant le
degre´ de nilpotence de αi,ℓ−1 en re´sulte.
Il reste a` montrer que le cup-carre´ de ces classes est nul si i est assez grand.
La me´thode ne donne pas de borne pour i. C’est, comme dans [8], la partie la
plus de´licate de la de´monstration, l’argument se simplifie quelque peu, dans la
mesure ou` on ne cherche pas a` de´montrer de re´sultat sur des complexes finis. Il
sera expose´ dans la prochaine section, avec la partie finale de la de´monstration
du the´ore`me.
5 Fin de la de´monstration de 4.1, de´monstration du
the´ore`me 0.1
Pour achever la de´monstration on va introduire une famille de classes ωi,ℓ−1
dans la cohomologie de Ωd−ℓ+1X , puis on e´tudiera l’action des ope´rations de
Steenrod sur ces classes. Ceci donnera la nullite´ du cup-carre´. Si ℓ = 1, on
aura la contradiction annonce´e. On doit e´tudier tous les cas, car c’est la nullite´
du cup-carre´ α2i,ℓ qui entraˆine l’existence de ωi,ℓ−1 .
Supposons donc le cup-carre´ α2i,ℓ nul pour i ≥ iℓ . Il faut montrer que α
2
i,ℓ−1 = 0
l’est aussi, pour i ≥ iℓ−1 , ou` iℓ−1 est assez grand.
Comme le cup-carre´ de αi,ℓ est nul la classe
αi,ℓ ⊗ αi,ℓ ∈ (H¯
∗Ωd−ℓX)⊗2
de´termine, pour tout i ≥ iℓ , un e´le´ment dans le terme :
E−2,∗2
∼= Tor
−2,∗
H∗Ωd−ℓX
(F2,F2)
de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore de Ω(Ωd−ℓX) en degre´ 2k0+i+1 + 2ℓ.
Cet e´le´ment est non-nul. En effet, la classe αi,ℓ ⊗ αi,ℓ ∈ (H¯
∗Ωd−ℓX)⊗2 est
exactement 2ℓ-nilpotente car elle re´duit non-trivialement dans
Σ2ℓR2ℓ(Tor
−2,∗
H∗Ωd−ℓX
(F2,F2))⊂ Σ
2ℓR2ℓ((H¯
∗Ωd−ℓX)⊗2) ∼= Σ2ℓRℓ(H¯
∗Ωd−ℓX)⊗2 .
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La premie`re inclusion est conse´quence de 1.8, car les bords, qui proviennent de
(H¯∗Ωd−ℓX)⊗3, sont au moins 3ℓ-nilpotents, et comme ℓ ≥ 1, on peut appliquer
la proposition, l’isomorphisme vient de ce que H¯∗Ωd−ℓX ∈ N ild .
Lemme 5.1 Ce cycle de´termine une classe non-nulle, note´e ωi,ℓ−1 , dans la
cohomologie de Ωd−ℓ+1X .
L’e´le´ment conside´re´ de la colonne −2 ne peut eˆtre source d’une diffe´rentielle
non-nulle car la colonne 0 est triviale.
L’image de la diffe´rentielle dt dans E
−2,∗
t , est un sous-module au moins ((t +
2)ℓ− t+1)-nilpotent. Comme ℓ ≥ 1, on a (t+2)ℓ− t+1 > 2ℓ. On a donc une
suite exacte :
{0} → D → Tor−2,∗
H∗Ωd−ℓX
(F2,F2)→ E
−2,∗
∞ → {0} ,
ou` D est au moins (4ℓ − 1)-nilpotent, et les classes αi,ℓ ⊗ αi,ℓ sont donc non-
triviales dans l’aboutissement de la suite spectrale.
Les classes
ωi,ℓ−1 ∈ H¯
∗Ωd−ℓ+1X
sont non-nulles, et de degre´ 2k0+i+1 + 2ℓ − 2. Elles appartiennent au terme
F−2 de la filtration d’Eilenberg-Moore de H˜
∗Ωd−ℓ+1X . Le terme F−1 de la
filtration n’est pas nul dans ce degre´. Il y a donc une inde´termination sur la
de´finition des classes ωi,ℓ−1 , seule leur image dans F−2/F−1 est bien de´termine´e.
L’inde´termination appartient au terme F−1 de la filtration en degre´ 2
k0+i+1 +
2ℓ− 2, et est donc de´tecte´e dans E−1,∗∞ en degre´ 2
k0+i+1 + 2ℓ− 1.
On va calculer l’action de certaines ope´rations de Steenrod sur les classes ωi,ℓ−1 .
Ce calcul sera fait modulo l’ordre de nilpotence 2ℓ− 1. En fait ces calculs vont
avoir lieu dans le complexe :
R2ℓ−1(H
∗Ωd−ℓX)→ R2ℓ−2(H
∗Ωd−ℓ+1X)→ (Rℓ(H
∗Ωd−ℓX)⊗2
qui est exact au centre au sens donne´ en 1.11. On a, a` cause de 1.10 et 3.2, un
diagramme commutatif :
R2ℓ−1F−1(ℓ) → E → L
↓∼=F ↓∼=F ↓ j
R2ℓ−2F−1(ℓ− 1) → R2ℓ−2F−2(ℓ− 1) → R2ℓ−2(F−2(ℓ− 1)/F−1(ℓ− 1))
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ou` on note F−i(h) pour F−i(H
∗Ωd−hX), et L ⊂ (Rℓ(F−1(ℓ))
⊗2 , et j est un
monomorphisme.
Conside´rons l’image de la classe σ−2ℓ(αi,ℓ⊗αi,ℓ) dans L ⊂ (Rℓ(F−1(ℓ))
⊗2 . Son
image par la fle`che verticale est l’image de la classe σ−2ℓωi,ℓ−1 dans R2ℓ−2(F−2
(ℓ− 1)/F−1(ℓ− 1)).
Lemme 5.2 La classe Sq2
k0+i(ωi,ℓ−1) ne de´pend pas du choix du rele`vement
ωi,ℓ−1 .
Par application ite´re´e de 3.3 on sait que R2ℓ−2(F−1) dans U1 . Comme il est par
de´finition re´duit il est fortement F -isomorphe a` une somme directe de copies de
F (1). Il en re´sulte aussitoˆt que l’ope´ration Sq2
k0+i est nulle en degre´ 2k0+i+1 .
Ce qui donne le re´sultat annonce´.
Dans la proposition suivante, les e´le´ments associe´s a` αi,ℓ et αi,ℓ ⊗ αi,ℓ dans la
suite spectrale d’Eilenberg-Moore pour Ω(Ωd−ℓX) sont indique´s entre crochets.
Proposition 5.3 Dans le terme E2 de la suite spectrale on a la relation
Sq2
k0+i
([αi,ℓ ⊗ αi,ℓ]) = [αi+1,ℓ ⊗ αi,ℓ + αi,ℓ ⊗ αi+1,ℓ] .
Cet e´le´ment persiste a` l’infini en une classe non nulle.
Corollaire 5.4 Dans la cohomologie de Ωd−ℓ+1X on a la relation :
Sq2
k0+i
ωi,ℓ−1 = αi+1,ℓ−1 ∪ αi,ℓ−1 mod (F−1)2ℓ−1 .
La premie`re partie de la proposition re´sulte de la description de l’action des
ope´rations de Steenrod dans la suite spectrale ([5], [10], [11]) et de la formule
de Cartan. Comme seules Sq0 et Sq2
k0+i ont une action non-nulle sur u2
k0+i
la classe :
Sq2
k0+i
((ω ⊗ u2
k0+i
)⊗ (ω ⊗ u2
k0+i
))
est somme de :
(ω ⊗ u2
k0+i+1
)⊗ (ω ⊗ u2
k0+i
) + (ω ⊗ u2
k0+i
)⊗ (ω ⊗ u2
k0+i+1
) ,
et de :
(Sq2
k0+i
(ω)⊗ u2
k0+i
)⊗ (ω ⊗ u2
k0+i
) + (ω ⊗ u2
k0+i
)⊗ (Sq2
k0+i
(ω)⊗ u2
k0+i
) .
Ces derniers termes sont nuls, en effet la condition 2k−1 ≥ h impose´e plus haut
implique que Sq2
k0+i(ω) = 0.
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Cette classe ne peut eˆtre l’image d’une diffe´rentielle pour les meˆmes raisons que
αi,ℓ ⊗ αi,ℓ . La proposition en re´sulte.
Pour ce qui est du corollaire il re´sulte des proprie´te´s de la suite spectrale
d’Eilenberg-Moore par rapport au cup-produits, du lemme, et de ce qui a e´te´
dit plus haut : la formule a lieu modulo F−1 , et ne de´pend pas du choix du
re´le`vement.
Corollaire 5.5 On a :
Sq2
k
Sq2
k
ωi,ℓ−1 = α
2
i+1,ℓ−1 ,
modulo des termes de degre´ de nilpotence supe´rieur ou e´gal a` 2ℓ− 1.
La de´monstration est identique a` ce qui pre´ce`de.
Lemme 5.6 Les classes ωi,ℓ−1 sont de degre´ de nilpotence exactement 2ℓ−2.
Il en est de meˆme des classes α2i+1,ℓ−1 , si elles sont non-nulles pour tout i.
En effet, les classes ωi,ℓ−1 sont non-nulles et on calcule facilement que
Sq2
k0+i+1
(ωi,ℓ−1) = Sq2ℓ−2(ωi,ℓ−1) = ωi+1,ℓ−1 .
Le meˆme argument s’applique a` l’autre cas, car on a :
Sq2
k0+i+1
(α2i,ℓ−1) = Sq2ℓ−2(α
2
i,ℓ−1) = α
2
i+1,ℓ−1 .
On va en de´duire, par l’absurde, la nullite´ des cup-carre´s, et conclure. En fait,
l’argument sera le meˆme, simplement on utilisera en plus, si ℓ = 1, la relation
de cup-carre´ des alge`bres instables qui donnera la contradiction.
On va commencer par e´noncer une formule concernant les ope´rations de Steen-
rod.
Lemme 5.7 [8] Pour tout entier n
Sq2
n
Sq2
n
∈ A¯(n− 1)Sq2
n
A¯(n − 1) ,
ou` A(n− 1) est la sous-alge`bre engendre´e par Sq1, . . . ,Sq2
n−1
et A¯(n− 1) est
l’ide´al des e´le´ments de degre´ strictement positif.
La de´monstration est base´e sur les relations d’Adem. On e´crit la relation
d’Adem pour Sq2
n
Sq2
n
:
Sq2
n
Sq2
n
=
t=n−1∑
t=1
Sq2
n+1−2tSq2
t
.
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Puis on montre, par re´currence sur h, que toute ope´ration Sq2
n+h , avec 0 <
h < 2n , est dans A¯(n− 1)Sq2
n
A¯(n− 1).
En fait on a seulement besoin d’une relation de la forme :
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
=
∑
j
ajbj ,
avec 2k0+i+1 > deg(bj) > 2
k0+i . Ceci re´sulte du lemme, mais peut aussi eˆtre
montre´ en utilisant l’anti-involution c et la base de Cartan-Serre.
On e´crit la de´composition de c(Sq2
n
Sq2
n
) sur la base des monoˆmes admissibles.
On observe qu’un monoˆme admissible de degre´ 2n+1 commence toujours par une
ope´ration de degre´ strictement supe´rieur a` 2n . On observe aussi, en e´valuant
sur u2
n+1
, que Sq2
n+1
n’apparaˆit pas dans la de´composition. Puis on re´applique
c.
Fin de la de´monstration : Le module R2ℓ−2(H
∗Ωd−ℓ+1X), ℓ > 1 est non-
trivial (e´ventuellement) seulement dans les degre´s de la forme 2h ou 2h + 2j .
Pour ce qui est de la cohomologie de H∗ΩdX , c’est-a`-dire si ℓ = 1, la meˆme
observation a lieu, si on se restreint au sous-module F−2 . Les relations e´tablies
plus haut (corollaires 5.3 et 5.4) ont lieu, a` de´suspension pre`s, dans ce sous-
module. On a pour tout i > iℓ la relation
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
σ−2ℓ+2(ωi,ℓ−1) = σ
−2ℓ+2(α2i+1,ℓ−1) ,
avec les notations e´videntes.
D’apre`s le lemme ci-dessus, on a :
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
=
∑
j
ajbj ,
avec 2k0+i+1 > deg(bj) > 2
k0+i . Pour que les classes
σ−2ℓ+2(bj(ωi,ℓ−1))
soient non-nulles elles doivent eˆtre de degre´ de la forme 2a , ou 2a + 2b .
Il faut donc que l’on ait une e´quation de la forme deg(bj) + 2
k0+i+1 = 2a , soit
de la forme deg(bj) + 2
k0+i+1 = 2a + 2b . La premie`re e´quation est impossible
car deg(bj) < 2
k0+i+1 . La seconde implique que deg(bj) est une puissance de
2, ce qui est e´galement impossible car 2k0+i+1 > deg(bj) > 2
k0+i . En fait on a
α(deg(σ−2ℓ+2(bj(ωi,ℓ−1))) ≥ 3.
Les classes σ−2ℓ+2(bj(ωi,ℓ−1)) sont donc nulles. Il en re´sulte que les classes
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
(σ−2ℓ+2ωi,ℓ−1) ∈ R2ℓ−2(H
∗Ωd−ℓ+1X)
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sont nulles. Donc que les classes
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
(ωi,ℓ−1)
sont de degre´ de nilpotence strictement supe´rieur a` 2ℓ− 2.
On en de´duit, par 1.4, que la classe α2i+1,ℓ−1 est nulle de`s que i est assez grand.
En effet, on a :
Sqt2ℓ−2(α
2
i,ℓ−1) = α
2
i+t,ℓ−1 .
Le terme F−2 de la filtration de H
∗ΩdX quotiente´ par le sous-module des
e´le´ments nilpotents est nul dans les degre´s qui ne sont pas de la forme 2h ou
2h + 2j . Insistons sur le fait que ceci n’est pas vrai pour la cohomologie de
ΩdX , mais la relation utilise´e ci-dessous a lieu dans F−2 .
On a, dans ce sous-module la relation
Sq2
k0+i
Sq2
k0+i
ωi,0 = α
2
i+1,0 = αi+2,0 6= 0 .
Cette dernie`re est, exactement, de degre´ de nilpotence 0. On a donc une
contradiction. Ce qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me.
En conclusion, on observera que l’on a utilise´ nulle part des proprie´te´s des
foncteurs Rs , s > 2d − 1. En fait l’argument doit permettre de de´montrer la
conjecture 0.1.
6 De´monstration de 1.5
On e´noncera et de´montrera dans cette section la proposition suivante, mal
de´gage´e dans [6] :
Proposition 6.1 Soit M un module instable, soit h ≥ 0 un entier. Alors
l’ensemble des e´le´ments x tels que pour tout h ≥ k ≥ 0 il existe un entier kx ,
tel que :
(Sqk)
kxx = 0 ,
est un sous-module de M .
Cette proposition re´sulte e´videmment de :
Lemme 6.2 SoitM un module instable, soit h ≥ 0 un entier. Alors l’ensemble
des e´le´ments x tels que pour tout 0 ≤ k ≤ h :
Sqkx = 0 ,
est un sous-module de M .
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Ce lemme est conse´quence des relations d’Adem. Notons Mh le sous-espace
vectoriel gradue´ de´termine´ par la condition du lemme. Il faut montrer que c’est
un module sur l’alge`bre de Steenrod.
Soit donc x ∈ Mh . Supposons avoir de´montre´ que pour i ≤ t− 1 Sq
ix ∈ Mh ,
et montrons que Sqtx ∈Mh .
On calcule Sq2tSqk(x) a` l’aide des relations d’Adem. On a par de´finition :
Sq2tSqk(x) = Sq
2tSq|x|−k(x) .
Si 2t < 2(|x| − k) les relations d’Adem donnent :
Sq2tSqk(x) =
t∑
0
εiSq
2t+|x|−k−iSqi(x) ,
avec εi =
(
|x| − k − i− 1
2t− 2i
)
.
Si 2t+ |x| − k − i > i+ |x|, soit si 2i < 2t− k , le terme Sq2t+|x|−k−iSqi(x) est
nul par instabilite´. La somme ci-dessus se re´duit donc a` :
Sq2tSqk(x) =
∑
t− k
2
≤i≤t
εiSq
2t+|x|−k−iSqi(x) .
Le coefficient εt est e´gal a`
(
|x| − k − t− 1
0
)
soit a` 1, car |x| − k − t− 1 ≥ 0
par hypothe`se. On a donc :
Sq2tSqk(x) = SqkSq
t(x) +
∑
t− k
2
≤i≤t−1
εiSqk−2(t−i)Sq
i(x) .
On en de´duit que SqkSq
t(x) est nul car l’hypothe`se de re´currence implique que
tous les autres termes du membre de droite sont nuls, et car celui de gauche
l’est par hypothe`se.
Si |x| < t+ k on peut appliquer les relations d’Adem a` SqkSq
t(x) directement.
On obtient :
SqkSq
t(x) =
t+|x|−k
2∑
0
ǫiSq
2t+|x|−k−iSqi(x) ,
avec ǫi =
(
t− i− 1
t+ |x| − k − 2i
)
. Soit
SqkSq
t(x) =
∑
t− k
2
≥i≥
t+|x|−k
2
ǫiSqk−2(t−i)Sq
i(x) .
Or i ≤ t+|x|−k2 < t, et donc k − 2(t− i) < k , on peut donc utiliser l’hypothe`se
de re´currence.
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